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Zur Theorie der Radiometerkriifte.
Von A. Einstein in Berlin.
(Eingegangen am 21. Juli 1924.)

Auf Grund schematischer Annahmen iiber den Mechanismus der Molekiilbewegung

in Gasen werden die Krifte annihernd berechnet, welche auf gegen die freie

Weglinge A4 kleine Korper sowie auf die Randzonme gegen A groSer Kérper im
Wirmestrome wirken,

Die Theorie der durch Temperaturdifferenzen bewirkten Kraft-
wirkungen und Druckdifferenzen in Gasen ist von Knudsen fiir den
Fall befriedigend geklart worden, daf die freie Weglinge gro8 ist gegen-
iiber den maBgebenden Gefdfdimensionen. Dagegen herrscht noch ziem-
liche Unklarheit iiber die Ursachen der Thermokrifte in den Fillen, wo
die freie Weglinge von derselben Grofenordnung oder kleiner als die
maBgebenden Gefifdimensionen sind. Ich will im folgenden eine mehr
qualitative Betrachtung der hier obwaltenden Verhiltnisse geben, das
Quantitative nur der GroSenordnung nach beriicksichtigen. Wenn die
hier gegebenen Betrachtungen auch recht elementarer Natur sind, so
haben sie mir doch iiber Unklarkeiten weggeholfen, und ich darf wohl
hoffen, daB manchem Leser mit dieser kurzen Darlegung gedient ist.

§1. Gegen die Weglénge kleiner Kérper in einem Warme-
strom. Wir denken uns zunéichst ein unendlich ausgedehntes Gas, in
welchem liings der positiven z-Achse ein stationirer, homogener Wirme-
strom vorhanden ist. Die Molekularbewegung denken wir uns weitgehend
schematisiert, indem wir allen Molekeln dieselbe Geschwindigkeit u
zuschreiben, abgesehen von kleinen Differenzen, die wir fiir eine sche-
matische Berticksichtigung des Warmeflusses braunchen. Ferner rechnen
wir so, wie wenn die Molekiile nur lings der Koordinaten-Achsen
flsgen.  Die Weglinge A4 behandeln wir als eine konstante Lunge.
All diese Schematisierungen konnen uns nur unwesentliche Filschungen
der Zahlenkoeffizienten in den Formeln bringen, ohne die Auffassung
der Wesenszusammenhi#inge zu stéren.

Wir betrachten zuntichst die Molekiilbewegung durch ein zur
z-Achse senkrechtes, gegen A4 kleines Fldchenelement von der GrofSe .

Materielle Stromung soll nicht vorhanden sein. Es laufen daher in
Zeitschrift fiir Physik. Bd. XXVIL 1
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beiden Richtungen pro Sekunde genau gleich viele Molekiile
durch ¢ hindurch, und zwar

%—nau 1)

Molekiile, wobei # die Zahl der Molekiile pro Volumeinheit bezeichnet.
Damit wir der Tatsache des Warmeflusses gerecht werden, miissen wir |
annehmen, daf die Geschwindigkeit der Molekille %, in der Richtung |
der positiven 2-Achse etwas grofer als  sei; das entsprechend definierte ‘
w_ mub entsprechend etwas kleiner als # sein. Der Warmestrom 6f

durch das Flichenelement ist gegeben durch

_1 m_ s M s) 2
6f——é-n6u<2u+ 5 ") @) I
Beriicksichtigen wir den Zusammenhang

1

3
= L
2mu 2xT

sowie den Umstand, daB fiir die Molekillgeschwindigkeiten %, bzw. u_
Temperaturen an den Stellen mafBgebend sind, in denen der letzte
ZusammenstoB stattgefunden hat (A = freie Weglinge), so ergibt sich
an Stelle von (2)

f=-—-%ulu%§~ (22)

Korper von der Flichenausdehnung ¢. Die auf diesen in der z-Richtung ‘ il
auftreffenden Molekiile geben einen Impulsiiberschuf K in Richtung der il
positiven X-Richtung

K = %nau(mu,;. — mu_). 3) “‘ ‘

Vernachlissigt man den Umstand, daB beim Verlassen des Korpers “
durch die zusammenstoBenden Molekille nochmals eine Impulswirkung ‘
auf den Korper entsteht, welche einen gewissen Bruchteil der eben be-
rechneten ausmacht, so ist K auch die auf den Korper wirkende be-
wegende Kraft. Aus (2) und (8) ergibt sich mit Riicksicht darauf, da |
%4 und %_ von % nur wenig abweichen 1!

af . 1 _1._ Q_?. (3a) I

wobei p den Gasdruck bedeutet. Bei dieser Formel wie in (2) bedeutet
f natirlich nur den Teil des Warmeflusses, der auf der trans- i
latorischen Bewegung der Molekiile beruht. i

Nun betrachten wir an Stelle des Flichenelementes einen kleinen If [
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Diese Kraft K wird das Teilchen, wenn es frei ist, in Richtung
der positiven z-Achse bewegen. Um die Geschwindigkeit v dieser Be-
wegung kennenzulernen, brauchen wir nur die Reibungskraft K' zu
berechnen, welche durch das Gas auf das Teilchen ausgeiibt wird, wenn
es mit der Geschwindigkeit » durch das Gas bewegt wird. Diese
Reibungskraft entsteht im wesentlichen dadurch, da8 der Korper jedem
ihn treffenden Molekiil im Mittel den Impuls mv mitteilt. Durch Aus-
fithrung der entsprechenden elementaren Rechnung erhilt man

K = —-g—nau.mv. @)
Die Gleichsetzung von K und — K’ liefert
1 f 1 20T 1f
"SIFTq T T8“Tor dp ®

Diese Geschwindigkeiten, welche — solange die Teilchen gegen
die freie Weglinge klein sind — von der Teilchengrofe unabhiingig
sind, konnen recht erheblich werden. Bei 4 = 0,1 cm und %% == 30
T = 300 und H, als Gas erhilt man etwa 1m pro Sekunde, bei ge-
wohnlichem Druck und sonst gleichen Verhultnissen iiber 0,1 mm pro
Sekunde.

Diese Krifte werden z. B. bei der Abscheidung des Reifes und bei
den elektrischen Heizapparaten zur Reinigung der Luft von Rauch-
teilchen eine entscheidende Rolle spielen.

§2. Kleines Loch in einer quer zum Warmestrom
stehenden diinnen Wand. Wir kommen nun zu einer Erscheinung,
die das Gegenstiick bildet zu der soeben betrachteten. Die Uberlegung
des §1 beruhte nimlich hauptsichlich darauf, da8 im Innern eines
stromungsfreien Gases die Zahl der ein Fldchenelement von beiden
Seiten treffenden Molekiile gleich ist. Wir driicken dies so aus: die
Bedingung der Strémungsgleichheit ist im Innern des wirmedurch-
stromten Gases erfiilllt. Die berechnete, auf ein Teilchen ausgeiibte
Kraft ergab sich daraus, daB gleich viele Molekiile auf Vorder- und
Riickseite des Teilchens verschieden grofen Impuls mitbringen.

Dieser ,Stromungsgleichheit* im Gasinnern steht nun eine
»Druckgleichheit* mit Bezug auf die Wandungen des Gasraumes
gegeniiber. Es ist némlich wohlbekannt und leicht zu zeigen, daB
allenthalben auf die Wandungen des Gasraumes auch bei ungleich-
mifiger Temperaturverteilung im Gase gleich groSe Druckkrifte pro

1%

_ll
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:theneinheit wirken miissen, wenn nur die betrachteten Wa.m.lteile
L iigend groB gegen die freie Weglinge, fiir sich geno.mmen genfigend
Emchmaﬁg temperiert und durch Gasquerschnitte voneinander getrennt
- welche in allen Abmessungen gro sind gegen die freie Weglinge.

= sind eben die Begriffe und Gesetze der Hydrostatik der Kontinua

a‘!“Wx]lg‘zm:;re'finde sich in dem vorhin betrachteten Gase ein ebenes Blitt-
chen, das senkrecht zum Wéarmestrome, also parallel der y.e-Eb(?ne
:‘oiientiert sei. Es sei grof gegenitber der freien Weglinge, und seine
Rinder sollen Abstinde von den ibrigen Wandungen des Gasraux:}es
1h&ben, die groB sind gegeniiber 1. Dann herrscht trotz Vorhandenseins
des Warmestromes Druckgleichheit. . .

Jedes Molekiill, das von der Seite der negatxv.en z auf die ?lai.:te
stoBt, moge die Geschwindigkeit u, besitzen und m.xt der Geschwindig-
keit u die Platte in der negativen z-Richtung wieder ':'erlassen. Vp
mﬂdmr StsBe mogen pro Flichen- und Zeiteinheit stattf.mden. Uy, U
und v, seien die entsprechenden Grofen fiir die .a.nde.re Seite der Pla}tte.
Es ist hierbei vorausgesetzt, da8 die Geschwindigkeiten der auf ben{en
Sﬁten der Platte diese nach dem ZusammenstoB veﬂass?m'ien Molekiile
einander gleich seien. Die Bedingung der Druckgleichheit ist dann

L — vt =@t w). Q)

Ferner muB der Warmestrom auf beiden Seiten der Platte gleich
groB sein, was durch die Gleichung ausgedriickt wird

2T — vt —0%) = vy (8 — ). @
Durch Division dieser beiden Gleichungen erhilt man zun#chst
gf:m-——u:u——-up. ®
»
Setzt man dies in (6) ein, so erhdlt man, indem man ﬁ;& durch
o ersetzt und dieses durch ?Gﬁ:
A ®)

Befindet sich in der Platte eine gegen die freie Weglinge kleix.le
Offaung von der Fliche 6, so miissen offenbar (vp —wn) 6 Molekiile in
der Richtung der abnehmenden # pro Zeiteinheit mehr hindurchtreten

(4]
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als in der umgekehrten Richtung v, — v, miBt, also die Intensitit eines
die Offnung durchsetzenden (riicklaufenden) Molekiilstromes, dessen
scheinbare Stromungsgeschwindigkeit gegeben ist durch die Gleichung

Vp — Yy == — NO. (10)
Aus (9) und (10) folgt 1f
v —g 7 (10a)

welche Gleichung das Gegenstiick zn Gleichung () bildet.

§ 3. Ursache gewisser Radiometerkrafte in dichteren
Gasen. Diese Ergebnisse gehoren im wesentlichen noch in den Bereich
der Gesetze des Knudsen-Gases, in dem die wirksamen Xorper-
abmessungen klein sind gegen die freie Weglinge im Gase. Indessen
bieten sie auch den Schliissel fiir gewisse Radiometererscheinungen in
dichteren Gasen.

Es liege némlich im Inneren des Gases senkrecht zu einem Warme-
strom ein Blittchen, dessen Abmessungen grof seien gegeniiber der
treien Weglinge A. Ebenso seien die Abstinde der GefiBwinde von
den Rindern des Blattchens groS gegen 4. Geniigend weit vom Rande
des Blattchens wird dann am Blittchen Druckgleichgewicht herrschen,
geniigend weit auBerhalb des Blittchens dagegen werden die in § 1
studierten Verhiltnisse herrschen, welche bewirken, daf ein gegen 4
kleiner Korper die Druckkraft %f erfahrt.

Am Plattenrande wird ein allmshlicher Ubergang zwischen diesen
beiden Zustinden des Gases stattfinden, dessen Breite von der Grofen-
ordnung A ist. Es wird also auf die Lingeneinheit des Plattenrandes
eine Kraft von der Grofenordnung

_fA__ 1 AT
K= ="35273s an
wirken, solange die Abmessungen des Blittchens groB sind gegen die

freie Weglinge.
Der Fall des einseitig erwirmten Blattchens ist insofern #hnlich,
als auch hier eine Randzonme von der angefithrten Breite 4 vorhanden
sein wird, in welcher die Druckgleichheit auf beiden Blittchenseiten
nicht erfiillt ist. In diesem Falle, der sich aber fiir eine quantitative
Prifung wenig eignet, finde ich fir die auf die Lungeneinheit des
Randes wirkende Kraft den Ausdruck
4.7
Tz

K= —pi (11a)
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welcher natiirlich ebenfalls nur der GroBenordnung nach Giiltighkeit
beansprucht.

Kine andere Ursache von Radiometerkriften liegt in der Gleitungs-
geschwindigkeit, welche eine Wand dem Gase bei tangentialem Tempe-
raturgefille erteilt. Dies Phéinomen, welches bereits Maxwell theo-
retisch erschlossen und Knudsen selbsténdig wiedergefunden hat, wird
von den Herren Hettner und Czerni gegenwirtig bearbeitet.

[8]
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Published in Zeitschrift fiir Physik 27 (1924): 1-6. Received 21 July 1924, published August-Sep-
tember 1924. For a manuscript with a different §3 and an additional §4, see [1 042] and [2 098] (§§3
and 4 only). The alternative sections are presented in note 5.

Radiometer forces are the forces that are responsible for the rotation of a radiometer, a device
consisting of vanes, blackened on one side and reflective on the other, mounted on a spike, and
enclosed in a partially evacuated container. Because the rotational motion of the vanes starts when the
device is illuminated, it was initially thought that it was caused by light pressure. It was later realized
that tangential forces exerted by gas molecules in the container, as a result of temperature gradients,
are responsible for the motion (see, e.g., Brush 1976, chap. 5.5, for a historical overview). Einstein
had been interested in radiometer forces before: in 1919 he suggested the theory of the radiometer as
a dissertation topic to his cousin Edith Einstein (see Edith Einstein to Einstein, 29 April 1919 [Vol. 9,
Doc. 31]). For his continued interest in the topic, see also Einstein to Paul Epstein, 4 June 1920
(Vol. 10, Doc. 42), and Edith Einstein to Einstein, 4 December 1921 (Vol. 12, Doc. 310). Edith Ein-
stein’s dissertation was published as Einstein, E. 1922.

1See Knudsen 1910c.

B1In the equation, 1 should be 7.

1

M1n eq. (9) as well as in (10a) below, é should be 3

BBIAt this point the manuscript continues with a different §3 and an additional §4.
“§3. Wand mit Temperatursprung

In dem Falle, dass durch Bestrahlung oder sonstwie eine Temperaturdifferenz der beiden Wand-
flachen aufrecht erhalten wird, erhalten wir analoge Wirkungen, auch wenn kein Wirmestrom im
Gase berticksichtigt wird. Wir betrachten wieder den Fall, dass die Kommunikation der Gasteile zu
beiden Seiten der Wand eine solche ist, dass Druckausgleich praktisch vollstindig erfolgt. Dem ent-
spricht die Gleichung[G]

p=2vu, = 2Vpup ...

Setzt man
1

Av = v,-v, v = Q(Vp*"’n)

Au = u,~u, u=%(up+un),
so erhilt man!”!

Av AT

5 = a7 ....(11a)

Ist eine kleine Oeffnung (o) in der Wand, so bezeichnet —Av die Intensitit des Molekiilstromes durch
die Offnung. Mit Riicksicht auf auf die Relationen
—-AV = nv
v = lnu
6

erhilt man hieraus
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welche Relation in diesem Falle an die Stelle von (10a) tritt. Um den Vergleich tibersichtlicher zu ge-
stalten, merken wir an, dass (10a) auch in der Form

| M
V=—EH'T (9b)
geschrieben werden kann.
§4

Prinzipielles zu den bisherigen Uberlegungen.

Befindet sich ein Gas im thermodynamischen Gleichgewicht, so sind an jeder Stelle in jeder Rich-
tung die drei Bedingungen erfiillt
a) Vv, = V_ (Stromungs-Gleichgewicht)

b) mu,v, = mu_v_ (Gleichgewicht der Impulsstrome)

c) %mufv L = %muE[ (Gleichgewicht der Wirmestrome)
Findet ein Wirmestrom statt, so ist ¢) nicht erfiillt, sondern durch

1
¢y = Em(u?err—uEv*)
zu ersetzen.

Ist /# 0, d.h. besteht ein Wirmestrom, so konnen a) und b) nicht gleichzeitig erfiillt sein. Im frei-
en Gase wird keine Stromung vorhanden, also a) erfiillt sein. An die Stelle von b) tritt dann

b) i=muv,-muv_= i—:

Es ist also mit dem Wirmestrom ein Impulsstrom i verbunden, der sich als Kraftwirkung auf gegen
A kleine Korper dussert, die an jene Stelle gebracht werden.

Ist die betrachtete Stelle keine freie Stelle, sondern befindet sich dort ein gegen A grosses Blitt-
chen, welches mit seine Fliche senkrecht gegen den Wirmestrom gestellt ist, so findet an ihm Druck-
Gleichgewicht statt. Dies kommt ungefihr, wenn auch nicht genau, darauf hinaus, dass b) erfiillt ist.
Nun ist aber a) nicht erfiillt, da a), b), ¢”) miteinander unvereinbar sind. Man findet vielmehr

: _ 2L _ 2o

8) Ve-Vo = 3T T3pe

was bis auf den Zahlenfaktor mit (9) iibereinstimmt.”

181Tn the equation below, the left-hand side should be "% :

v, —V u, —u
MEq. (11) implies £2—" = £
vp+vn un+up

BIA tangential temperature gradient at the interface between a body and a gas will cause a molec-
ular flow along the surface of the body in the direction of the higher temperature, resulting in a tan-
gential pressure. See Maxwell 1879, Knudsen 1910a, 1910b, 1910d, Hettner 1924 (which appeared
in the same issue of Zeitschrift fiir Physik as the present document), and Czerny and Hettner 1924.
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2ISee Knudsen 1910c. .

B3/In the equation, 1| should be n.

#In eq. (9) as well as in (10a) below, é should be % :

BIAt this point the manuscript continues with a different §3 and an additional §4.

“§3. Wand mit Temperatursprung
In dem Falle, dass durch Bestrahlung oder sonstwie eine Temperaturdifferenz der beiden Wand-
flichen aufrecht erhalten wird, erhalten wir analoge Wirkungen, auch wenn kein Wirmestrom nn ;
Ga.se berticksichtigt wird. Wir betrachten wieder den Fall, dass die Kommunikation der Gasteile zu
beiden Seiten der Wand eine solche ist, dass Druckausgleich praktisch vollstindig erfolgt. Dem ent-
spricht die Gleichung®! '

p=2v,u, = 2vpup (1D
Setzt man
1
Av =v,-v, v = §(Vp+"n)
so erhilt man!”!
Av _ AT i
v - a7 ....(11a) j

Is't eine kleine Oeffnung (c) in der Wand, so bezeichnet —Av die Intensitit des Molekiilstromes durch
die Offnung. Mit Riicksicht auf auf die Relationen

—-AV = ny

erhidlt man hieraus
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welche Relation in diesem Falle an die Stelle von (10a) tritt. Um den Vergleich iibersichtlicher zu ge-
stalten, merken wir an, dass (10a) auch in der Form

| M |
V=—EU—T— ....(9b)
geschrieben werden kann. !
§4.

Prinzipielles zu den bisherigen Uberlegungen.

Befindet sich ein Gas im thermodynamischen Gleichgewicht, so sind an jeder Stelle in jeder Rich-
tung die drei Bedingungen erfiillt
a) Vv, =V_ (Stromungs-Gleichgewicht)

b) mu,v, = mu_v_ (Gleichgewicht der Impulsstrome)
c) lmu}_v L= lmuzv_ (Gleichgewicht der Wirmestrome) \

2 2
Findet ein Wirmestrom statt, so ist ¢) nicht erfiillt, sondern durch I

ey f= %m(uj%v+ —u?v.)
zu ersetzen. |

Ist /# 0, d.h. besteht ein Wérmestrom, so konnen a) und b) nicht gleichzeitig erfiillt sein. Im frei- ‘
en Gase wird keine Strémung vorhanden, also a) erfiillt sein. An die Stelle von b) tritt dann

b’) i=mu+v+-mu_vf=£. ‘
Es ist also mit dem Wirmestrom ein Impulsstrom i verbunden, der sich als Kraftwirkung auf gegen (
) kleine Korper dussert, die an jene Stelle gebracht werden. ‘

Ist die betrachtete Stelle keine freie Stelle, sondern befindet sich dort ein gegen A grosses Blétt-
chen, welches mit seine Fliche senkrecht gegen den Wirmestrom gestellt ist, so findet an ihm Druck-
Gleichgewicht statt. Dies kommt ungefihr, wenn auch nicht genau, darauf hinaus, dass b) erfiillt ist.
Nun ist aber a) nicht erfiillt, da a), b), ¢’) miteinander unvereinbar sind. Man findet vielmehr

/ _2f _ 2

&) Vi-Vo= 35T 30

was bis auf den Zahlenfaktor mit (9) iibereinstimmt.”

161[n the equation below, the left-hand side should be rEn . ‘

oV, =Y u,—u \
MEq. (11) implies £2—=" = ~—2£. ‘
VoV, U tu, \

I8IA tangential temperature gradient at the interface between a body and a gas will cause a molec-
ular flow along the surface of the body in the direction of the higher temperature, resulting in a tan- ‘
gential pressure. See Maxwell 1879, Knudsen 1910a, 1910b, 1910d, Hettner 1 924 (which appeared il
in the same issue of Zeitschrift fiir Physik as the present document), and Czerny and Hettner 1924. |




